Serie Numeriche

Sia ap = (an)nen una successione in R, si considerino le somme
parziali

n
sn=ap+art+at...a=» a
k=0

La somma della serie associata a a, € il limite di s,
> La serie converge a s € R

[o¢]
lim s, =s< g ap,=s
n—o0
n=0
» La serie diverge a +o0

lim s, = o0
n—o0

» La serie oscilla

A lim s,
n—oo

Il carattere di una serie non & influenzato da un numero finito di
termini



Condizione necessaria per la convergenza

lim s, =s€R = lim a, =0

n—oo n—o0

Le uniche serie che possono convergere sono quelle il cui termine
generale & infinitesimo.

o0 1 . . . . 1 _
> > i, dnverge nonostante si abbia nll_)rT;O +=0

. 1
> > i 5z converge = nll_)ﬂ;()? =0

siny/n . . s e Siny/no_
> >ne1 5 oscilla nonostante si abbia lim 2722 =0

Verificare se le seguenti serie possono convergere.

LY, Vi

1
> 2 encosn
Zoo Iog(1+n)

n=1

S, (1-sin )"

> N



Serie notevoli

» Serie geometrica (g € R)

00 lg] <1 converge a 1/(1 — q)
Z q" g>1 diverge a + oo
n=0 g< -1 oscilla

» Serie armonica generalizzata (a € R)

i 1 a>1 converge
= n a<l diverge a + o

» Serie armonica-logaritmica (a, b € R)

a>1 Vb converge
i 1 a<1l Vb diverge a + oo
= n? log® n a=1 b>1 converge

a=1 bp<l1 diverge a + oo



Serie a termini non negativi

Una serie a termini non negativi converge oppure diverge
positivamente (non pud oscillare).

a,>0 Vn>ng €N = Zan€[0,+oo]

n=ng
Criterio del Confronto
o0 oo
0<a,<b, Vn>meN = Y a,<) b,
n=ng n=ng

Criterio del Confronto Asintotico

{a,,,bn>0 Vn>ng €N _ {Zf,o:noa,, e D oin bn

nI|_>n;o 2 =1¢€(0,00) hanno lo stesso carattere



Serie a termini non negativi

Criterio del rapporto asintotico
Siaa, >0 Vn>ngeN, lim 22 =/ ¢ [0, +00], allora:
n—oo  <n

> /<1 D men, @ converge
> [ >1 D nen, @ diverge a+ oo
> /=1 criterio inefficace

Criterio della radice ennesima
Siaa, >0 Vn>nypeN, sia lim ya,=1¢€[0,+0o0], allora:
n—oo

> /<1 Y men, @ converge
> />1 meng @ diverge a + oo
> /=1 criterio inefficace

Legame tra i due criteri Sia a, >0 Vn> ng €N, allora

im 2 — e 0, 400] =  lim ¢a, =1

n—oo  an n—00




Esercizi-Serie a termini non negativi a, > 0

0o
1L S 2n
n=0

n

nle
nn

[o.¢]

>

n=1

oo 1
7.3 (er2 - 1)

n=1

o0

\/n—sin(n®)
8 nZZ:Z v/ nlog nlog(n"+n!)

(Stirling n! ~ n"e="y/n")




Esercizi-Serie a termini non negativi a, > 0
o0
n+3
9. 3 ZLr
n=1 €

o0

1
10. E | log n|®
n=2
11 i n272n+1
. n=0 VT
12 o= log n
3 g
n=1
13 S 5n+4"
’ log n+5"
=2
00
(n+1)(2+sin n)
. n; Vs
00

n

15. >, aian

16. 3 (+2)"

n=0

2




Esercizi-Serie a termini non negativi a, > 0

o0
17. 3 log (14 1)
n=1

= cosn*—\/n

n;Z \/n+|og nlog(n!+nn)

18.
19. 3 log 5ty
n=0
3
20. Z log n

e 5" s )

oo
22. Studiare la serie Y a, con
n=0

an:{

n <100
n > 101

:N‘,_.:M—'



Esercizi-Serie a termini non negativi a, > 0

23. Determinate gli & € R per i quali la serie converge:

o0 2

n
Z e6noz

n=0

o0
24. Determinate: sup{a>0: > n! (2)" < +oo}
n=1

00 . 1
25. Determinate: inf{a € R: 23 (’i‘ﬁi‘g":) * < 400}

n=

26. Determinate gli & € R per i quali la serie converge:

oo
exn 1

S
2 a+3|
n n ogn
n=2 g

27. Determinare per quali b € R la serie converge

. cosh(bn
3 (bn)

n
n=0 2



Esercizi-Serie a termini non negativi a, > 0

28. Sia (an)nen una successione tale che:
a,>0, VneN

lim /a, =L

n—oo
o0 .

Y o an diverge
o 2

> > .o a5 converge

allora: (a) 0<L<1, (b) L>1, (c) L=1
29. Determinate gli a € R per i quali la serie converge:

v

v

v

= n(n—1)
30. Determinare per quali o € R la serie converge
11—«

n=0




Serie a termine di segno variabile

Convergenza assoluta

o0 o0
E a, converge assolutamente & g |an| converge

n=ng n=ng

Osservazione: Per testare la convergenza assoluta della serie
> |an| si possono usare tutti i criteri visti per le serie > |ap| € a
termini non negativi.

Criterio della convergenza assoluta

o] oo
E ap converge assolutamente = E dp converge

n=ng n=no

Osservazione: Convergenza = Convergenza assoluta.
Se la serie ) a, converge e > |a,| non converge, si dice che
> a, converge semplicemente.



Serie a segno alterno

Sono serie del tipo Y72 4(—1)"a, oppure >~ gsin[(2n +1)F]a, o
ancora Y2 cos(nm)a, con a, > 0.
Criterio di Leibniz

3n23n+120, VneN e

. = (=1)"a, Converge
lim a, =0
n—o00 n=0



Esercizi-Serie a termini di segno variabile

31. nfl (e% - 1) (—1)"

(—1)"
32. Z |og(1 +3n

(n+1) cosn
5. 3 (eipeer

34. § (n+1)sinn

7
n—1 n3+logn
0

35 . cosn

n3

n=1
X nlog(n+1)—logn
36. 22(—1) %
37. Z S
n2—log n
38. Z(_l) n6+10n3gsin2n

30. Z (Iogn



Esercizi-Serie a termini di segno variabile

40. Determinare gli o > 0 per cui la serie converge

i(—l)” log <1 + ,,1a>

n=1

41. Determinare gli o € R per cui la serie converge

n=1
42. Determinare gli a > 0 per cui la serie converge

[e.o]

Z(—l)” arctan (log(n7a +3) — log n7a)

n=1



Serie Notevoli
Serie telescopiche

z_%bn ~ bn1=bo — lim b,

Serie di Mengoli

o
~ n n+ 1
Esercizi

=1
43, Z o

44. Z nl n+1

00
(n-+1)sin ZF —ncos 5
5. 3 T b

46. Z log (1 + %)
n=1




Serie Notevoli

o0
1 Zoxnzﬁ Ix| <1
n—=
2 Z X = Vx e R
S n,2n
3. ) ( (12)n)!2 = Cos X Vx e R
n=0
4 Z ( (2n+;;|+1 =sinx Vx€eR
S n,2n
5_2%:arctanx V-1<x<1
n=0
S} 2n
6. én)! = cosh x Vx € R
n=0
o0
7. Z% sinh x Vx e R
n=0
0 n n
S_Z%zlog(x—i—l) —-1<x<1



Esercizi-Serie Notevoli

47.

48.

49.

50.

51.
52.

53.

x nX3"
Zl(—l) B

n—=

X log” 10
3 (~1)riie
n—=

S ny2n
Zl(—l)”“% x| <1
noo n’—1

n§2 n!

n

& 4
5ty

Determinare per quali x € R vale:

o0 X2n—1
Sy =

Determinare per quali x € R la serie converge




